Elektromanyetik Teori Bahar 2005-2006 Donemi

ELEKTROSTATIK (I)
GIRIS

Yergekimi kuvvetine benzer bir kuvvet iizerinde konusacagiz. Hatirlayacaginiz gibi,
bu kuvvet bize, iki kiitle arasindaki uzakligin karesiyle ters orantili, kiitlelerin
carpimiyla dogru orantili oldugunu sdylemektedir. Bu derste buna benzer kuvvet
iizerinde duracagiz. Fakat ilgilenecegimiz kuvvet yer¢cekimi kuvvetinden ¢ok biiyiik.
Diger bir fark ise negatif ve pozitif yiiklerin olmasi. Yer¢ekiminde bdyle bir sey yok
heniiz. Ilerine ne olacagini su an tahmin etmek zor ama su ana kadar heniiz negatif
yercekimi kuvveti deneysel olarak gézlenememistir. Ayni tiirden yiikler birbirlerini
cekip, farkli cins yiikler birbirlerini iterler. Bu kuvvete elektrik kuvveti diyecegiz. Bu
kuvvetler ¢ok eski ¢aglardan beri bilinmektedir. Elimize bir plastik pargasi alip bunu
bir kumas pargasina siirdiigiimiizde, bu plastik parcanin kiiciik kagitlar1 ¢ektigini
gozlemleriz. Iste bu elektrik kuvvete bir drnektir.

Biitiin cisimler pozitif proton ve negatif elektronlardan olusmustur. Bu yiikler
arasinda harika bir denge vardir. ki kisi yan yana yiiriirken birbirlerini itip ya da
¢ekmezler. Sinifta bulunan masalar ve siralar birbirlerine karsi bir kuvvet
uygulamazlar. Bunlar cisimlerin elektriksel olarak dengede olmasindan kaynaklanir.
Eger yiik dengesizligi olsa masa ve sandalyeler birbirlerine kuvvet uygulardi ve
simifin i¢inde bir kargasa yasanirdi. Biriyle el sikistigimizda bazen birbirimizi
carptigimiz olur. Bu durumda hemen statik elektrik der ve geceriz. Burada yiik
dengesizligi el sikisma aninda dengeye gelmektedir. Her giin yeryiiziinde olan
binlerce yildirim olaylar1 yine bu tip kuvvetlere 6rnektir. Diger bir 6rnek ise soyle;
eger bir kisiye siirtlinme ile elektron yiiklenirse (normal olarak evlerde kullandigimiz
sebeke elektrigi ile degil, yanlis anlasilmasin kimsede denemeye kalkmasin), bu bir
firca yardimu ile yapilabilir, kisinin ayaklarin1 da yerden ylikselterek (6rnegin masada
oturabilir), elektron miktar1 yiikseldik¢e kisinin saglari aynen kirpi seklini alir. Bu
deneyde siirtlinmeyle kisinin ylik dengesini bozdugumuzda, fazla yiiklerin saglarda
birikmesinden kaynaklanan bir sonugtur.

Bu kuvvet Coulomb kuvveti olarak bilinir. Auguste de Coulomb 1784 te bu deneyi
yaptig1 icin, bilim adamina saygidan dolayr bu adla bilinir. iki deneme vyiiki,
isaretlerinin durumuna gore birbirlerini ya iterler ya da c¢ekerler. Bu ¢ekim kuvveti
aralarindaki uzakligin karesiyle ters orantilidir. Eger yikli parcaciklar hareket
halindeyse, 6rnek olarak bir kablodan gegen akim diisiiniilebilir, Coulomb yasasi tam
gecerli degildir. Hareketli yiikler bagka bir kuvvet olusturur, bu kuvvet manyetik
kuvvet olarak bilinir. Yiiklerin hareket halinde olmasi veya olmamasi durumunda
yiiklere etkiyen kuvvetler de degisir.

Bir diger 6nemli 6zellikte su: alanlarin {ist iiste gelebilme ilkesidir. Bir deneme yiikii
E, alanmi olustursun, bir digeri de E, alanin1 olustursun. Herhangi bir noktada bu iki
yukten dolay1r olusan E alanin bulmak i¢in yapilmasi gereken sadece alanlar
toplamaktan ibarettir (Et= E;+ E,...). Bu 6zellik manyetik alanlar i¢in de gecerlidir.
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Alan konusunda su ana kadar hi¢ konusmadik. Alan nedir? Alan su sckilde
tanimlanabilir. Uzayin her noktasina etki eden E ve B gibi biiyiikliiklere (kuvvetlere)
alan denir. Alan duragan ya da hareketli yiikler sonucu olusur. Alan kavramini daha
iyi anlamak icin su sekilde diisiinebiliriz. Ornegin, bir yiizme havuzu hayal edin, ama
durun hemen igine atlayip yiizmeyi hayal etmeyin. Yiizme havuzu tamamen su dolu
oldugunda havuzun iginde hi¢ bos yer kalmaz. Havuzu {i¢ boyutlu uzay olarak
diistinelim, suyu da bu uzayr dolduran elektrik ya da manyetik alan olarak
diisiinebiliriz. Nasil su havuz i¢inde her yeri doldurursa, bos bir yer birakmaz ise,
alanda uzayin her yerini doldurur. Elektrik ve manyetik alanlar1 géziimiizle gérmesek
bile varliklar1 deneysel olarak uzun yillardir bilinmektedir. En basit deney ise bir
miknatisin demir tozlarini, manyetik kuvvet ¢izgileri etrafinda toplamasidir. Alanlar
genel olarak iki boyutlu yiizeylerde yani kitaplarda ¢izgilerle gosterilmeye calisilir.
Bu Faraday dan giliniimiize kadar uzanmaktadir. Sekil 1 de bir vektor alani
gosterilmektedir. Burada oklarin ¢ikis noktasi bir kaynak noktasi, daha onceki
derslerden hatirlayalim diverjanst sifirdan farkli, diger nokta ise (oklarm yoneldigi
nokta), yutak noktasi olarak verilebilir. Birinci noktada pozitif bir yiikk yogunlugu,
ikinci nokta ise negatif ylik yogunlugu vardir.

Bu derste elektrik ve manyetik alanlar islenecektir. Bu nedenle dersin adi
Elektromanyetik Teori olarak verilmektedir. Klasik elektromanyetik teori olarak
adlandirmak daha dogru olur.

Elektromanyetik kavramlari anlayabilmek i¢in bazi matematiksel islemleri, bundan
onceki derslerde gordiiglimiiz matematik derslerini bu boliimden sonra elektrik ve
manyetik alanlar1 anlamak ve gostermek i¢in kullanacagiz.

[lk olarak Coulomb kanunu hakkinda konusacagiz. Giinlik hayamzda
elektromanyetizmanin girmedigi yer yok demekle haksizlik etmis olmayiz. Etrafimiza
baktigimizda cevremizdeki bir ¢ok olay, ara¢c gere¢ hep elektromanyetizmanin
uygulamalaridir. Jeofizik miihendisleri yerin incelenmesinde elektrik ve manyetik
alanlar1 kullanirlar.

Bu béliimde elektrostatigin iki temel yasasi: Coulomb ve Gauss yasalarini gorecegiz.
Iki yasada deneysel olarak bulunmustur.

Coulomb Yasasi

Coulomb yasasi deneysel bir yasadir. 1785 yilinda Charles Augustin de Coulomb
deney sonuclarimi formiile etmistir. Coulomb yasasi yiiklii parg¢aciklar arasindaki
kuvvetin, yliklerin ¢arpimiyla dogru, aralarindaki uzaklikla ters orantili oldugunu
sOyler. Yikler genellikle Coulomb olarak dl¢iiliir ve kisaca C ile gosterilir. 1 C
yaklasik olarak 6 x 10" elektrondur. Bir elektronun yiikiiniin —1.6 x10™" C
oldugu disiiniiliirse C ¢ok biiyiik bir birimdir. Coulomb yasasi
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Alanlarin Gésterimine Bir Ornek
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Sekil 1. Vektorel alanlarin gésterimine bir 6rnek (div).

kQQ
F=—r<
o (O

ile verilir. Burada k sabit, Q yiiklerinin birimi Coulomb (C), R iki yiik arasindaki
uzaklik m olarak alinirsa F kuvvetinin birimi Newton (N) dur. k sabiti ise

k=—=9x10° 2
4rs, F
-9
£, =8.854x107" = 10" F (permitiviti sabiti)
367 m

Eger iki Q yiikii arasinda R kadar uzaklik varsa bu durumda Q2 deki F kuvveti Q1
den dolay1 olusan asagidaki sekilde hesaplanir.

_ Qo
" Aze R’

bagintistyla hesaplanabilir. Burada

a, (2)
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R12 =L -1
R=R,|
_ R12
R

ile gosterilmistir. Sekil 2 de iki nokta yiikten dolay1 olusan kuvvet gosterilmistir.

F21

Orijin

Sekil 2. Iki nokta yiik arasindaki Coulomb kuvveti.

Q2 yiikiinde Q1 den dolay1 olusan kuvvet Coulomb yasast kullanilarak denklem (2)
den yararlanarak

12 = Q1Q2 3 R
4re,R

i )

veya

— Q1Q2 (rz — 1'13) (4)

12
4re, ‘rz - rl‘

biciminde yazilabilir. Benzer sekilde Q1 yiikii tizerine Q2 den dolayi etkiyen kuvvet
F,, seklinde gosterilir ve F, in ters isaretlisine esittir. Coulomb yasasi i¢in sunlar
unutulmamalidir:

1.Aynu isaretli yiikler birbirlerini iter, ters isaretliler birbirlerini ¢ekerler.
2. Coulomb yasas1 durgun ytikler i¢in gecerlidir.
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Coulomb yasast birden fazla yiik oldugu durumlarda da gegerlidir. Bu durumda
yiiklerin hepsi toplanir. Bu {ist iiste gelebilme ilkesi (principle of superposition)
olarak bilinir. Varsayalim N adet yiik var ve bunlarin yiikleri sirasiyla Q1,Q2,...,QN
ve yer vektorleri rl, 12, ..., rN olsun. Yer vektorii r olan Q yiikiine etkiyen kuvvet
Coulomb yasasi kullanilarak

_QQ(r=r)  QQ(r-r)  QQu(r-x) o
‘3

3 3
47[30‘r - rl‘ 4re, ‘r - rz‘ 47u90‘r -1

veya

F= Q iQk(r_r)(@
dre o ‘r—rk‘

bi¢iminde yazilir.

Elektrik alan ise birim yiike etkiyen kuvvet olarak tanimlanir ve

= 11m£ (7
°Q

veya basitce

F
E=— (8)
Q

seklinde yazilabilir. Elektrik alan kuvvetle ayni1 yonde ve birimi newtons/coulomb

(N/C) veya volts/metre (V/m) dir. r’ nokta yiikiinden dolay1 yer vektorii r olan bir
noktada elektrik alani (4 ) ve (8) denklemleri kullanilarak

__Q __Q@-1)
= 5 aR
4re,R 4re,|

seklinde yazilabilir. Eger N adet yiik varsa bu yiiklerden dolay1 r noktasindaki
elektrik alan (5) ve (6) denklemlerine benzer seklide

E = Ql(r_rl)3+ Qz(r_r2)3+_”+ QN(r_ )3 (10)
472'80‘1‘—1" 4rs ‘r—r‘ 4rs ‘r ‘

L 50, Q(r- )(11)

472'6‘0 k=1 ‘r e ¢ ‘

— 5 )

yazilir.
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Ornek:
Ug nokta yiik dagiliminin konumlar1 ve yiik miktarlar1 su sekilde verilmistir: (3,2,-1)

noktasinda 10~ C, (-1,-1,4) noktasinda —2x10~> C ve (0,3,1) noktasinda da 10 nC
dur. (0,3,1) noktasindaki elektrik kuvvetini ve elektrik alanini hesaplayiniz.

Coziim:

k=1 47Z'<E‘0R2 = 472'50‘1' rk‘
Q Ql(r_r1) Qz(r_rz)

3 + 3

Are, | |- r—r,|

Q J10°[(03,1)-(3,2-D)] 2.10°[(0,3,]) - (-1,-1,4)]
dze, | 1(0,3,1)-(3,2,-1) 0,3,1) = (- 1,-1,4)[

10107107 (-312)  2(14,-3)
w107 LO+1+4)  (1+16+9)"
367

L[(=312) (-2,-8,6)
10 {14@ T 6v26 }

3 2 1 8 2 6
=9.107|| - — a + — a + + a
|:( 14414 26\/26\} i (14\/14 26\/26\} g (14\/14 26\/26) Z}

F=-6.512a —3.712a +7.509a, mN olarak bulunur. Verilen noktada E yi
bulabilmek i¢in

_£ 2 Qk(r_rk)

= 3
Q T4z, ‘r - rk‘

formiilii kullanilabilir. Hesapladigimiz F kuvvetini formiilde yerine koyup islemlere
devam edilirse
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-6.512a, ~3.712a, +7.50%,
10.10°

-3

~6.512a, ~3.712a, +7.509,
10.10°

=(~6.512a, —3.712a, +7.509a, )10’

=(-651.2a, —371.2a, +750.9a, 10’

E=-651.2a, —371.2a, +750.9a, kV/m

Siirekli Yiik Dagilimlar icin Elektrik Alan Hesabi

Buraya kadar noktasal yiik yogunluklar1 hakkinda konustuk. Bundan sonraki bdliimde
eger yiik yogunlugu stirekli ise elektrik alan nasil hesaplanir bunun tzerine tartisilacak.
Ornek olarak bundan &nceki boliimde nokta yiiklerden dolayr herhangi bir noktadaki
elektrik alan sadece yiik yogunluklariin toplami seklindeydi. Kisaca iist iiste gelebilme
ilkesine gore biitiin noktalardan kaynaklanan elektrik alanlar toplayarak toplam elektrik
alan1 hesaplamistik. Burada ise siirekli yiik dagilimiyla ilgilendigimiz igin, siirekli yiik
dagilimlarinin integralinin alinmasi1 gerekir. Stirekli ylik yogunluklar1 cizgisel, alansal
veya hacimsel olabilir (Sekil 3). Bu durumda elektrik alanin hesab1 denklem (11) e gore
¢izgi, alansal ve hacimsel siirekli yiik yogunluklari i¢in izleyen bagintilar yazilabilir.

p.dl
— —Ra (cizgisel yiik) (12)

4re

j 4 a, (alansal yiik) (13)
72'8

E= %% (hacimsel yiik) (14)
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+ 4+
+
PL + + + + +
+ + |+
Q.+ + + +pPS pPv
Nokta yiik Cizgisel yiik Yiizeysel yiik Hacimsel yiik

Sekil 3. Nokta, cizgisel, alansal ve hacimsel yiikler.

Cizgisel Yiik

dEz

0,02) T
B

C(0,0,2)dl

Sekil 4. Siirekli diizgiin ¢izgisel yiik.

Sekil 4 te verildigi gibi tekdiize ¢izgisel yiik yogunlugu A ve B sinirlarinda z ekseni
boyunca p, ile verilsin. Bu ¢izgisel yiik igin

dQ=pdl =p dz
buradan yiik ¢izgi boyunca integralle gosterilebilir. Bu durumda

Q= prdZ
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yazilir. Sekil 4 te herhangi bir P noktasi i¢in z ekseni boyunca cizgisel yiikten dolay1
olusan elektrik alanin genel bagintisini ¢ikaralim. P ve C noktalarinin koordinatlar
sirastyla (x,y,z) ve (x°,y’,z’) dir. Bu durumda dl ve R vektorii i¢in

dl =dz’

R=(xy,2)-(X,y,2)=(xy,z)-(0,0,2")=Xa, + ya, +(z-2)a,
R=pa +da, +(z-12"a,

R°=R[ =x"+y +(z-2') =p’ +(z-2)

a, R pa,+(z2-2,

R R [,02 +(z- z')ZP

yazilabilir ve (12) bagintisinda bunlar yerine yazilirsa

E=_Ft paﬁ(z_z)izdz’(m

e, I [p2 +(z- z’)ZP

1
olur. PCT dik iiggeninden R = [,02 + (Z - Z')2 ]A = pseca oldugu kolayca
goriiliir. Ve Sekil 4. ten ' =0T — ptana bagntis1 yazilip diferansiyeli almirsa

dz' = - psec® ada elde edilir. cosa = p/R ve sina =2~ Z% ifadeleri gz
ontine alinip (13) bagintis1 yeniden diizenlenirse

po A ”jz psec’ a[cosaap + sinaaZJ

4re, & [p2 +(z-2') ]% [,o2 +(z- z’)QF

P Tpsecz_a[cosaap + si_naaz]

S AR CE )

dre
a, 2 1
_—A J.,ose(: a[cosaap + smaazjda

da

(04

2 2
4re, ., psec’ a
a

S I(oosaap +sinca, }10{
472-80p a

sonug olarak sonlu uzunlukta bir ¢izgisel yiik i¢in herhangi bir P noktasindaki elektrik
alan

KOU, Miihendislik Fakiiltesi, Jeofizik Mithendisligi Boliimii, Izmit 9



Elektromanyetik Teori Bahar 2005-2006 Donemi

E= L[— (sinoz2 —sing, )ap + (cosoc2 —Ccosq, )az] (14)
dre,p
baginti ile hesap edilebilir. Ozel bir durum A(0,0,—0), B(0,0,00) alalim, bu

T T
durumda o, =— ve a, = _E olur. Sonu¢ olarak sonsuz uzunluktaki bir ¢izgisel

yiik i¢in (14) bagintisi

E= 2 [(c1-1a, +(0-0).]
4re,p

o a, (15)
2rg,p

seklinde hesaplanir. Bagintidan anlasilacag: gibi E, z den bagimsizdir. Burada p, E

si hesaplanan noktaya olan dik uzaklik, p, ise ¢izgisel yiik yogunlugudur.

Ornek:

Sonsuz diizgiin ¢izgisel yiik z ekseni boyunca uzanmaktadir ve yiik yogunlugu
£, =20 nC/m. P(x=6,y=8,z=3) m de elektrik alan1 hesaplayiniz.

Coziim:

p=AX+y =6"+8 =10m

2. 20%10”

E: a =
2re,p © 27(107/367)10)

a,= 36ap V/m

Ornek: Sekil 5 deki cizgisel diizgiin yik yogunlugu p, olan gembersel telin
merkezinden ne kadar dik yiikseklikte elektrik alan en yiiksek degerine ulagir?

Bu sekildeki bir diizenek icin elektrik alan

pLahaZ

E= 3
2¢,(h* + a2)4

ile hesaplanir.
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oL
sl

dEp A dEz

v

Sekil 5. Cizgisel ylik yogunlugu ve merkezinden h kadar dik uzakliktaki elektrik alan.
Coziim:

Elektrik alanin en yiiksek degerini bulabilmek i¢in verilen bagintinin h ye gore tiirevi
alinir ve sifira esitlenir.

p,aha, L )
di el sa)s) pa| (0 @) =2 n2n( at)?
dnh dh 2, )

=0

3

(h* +a*)” —3h2(h* +a?) =0
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_a
h* + a’ =3h> = h =F— olarak bulunur.

V2

Alansal Yiik

Xy diizleminde sonsuz biiylikliikte bir levha diisiinelim. Bu durumla ilgili alan dS
daha onceki derslerden hatirlanacag: iizere dQ = Ps dS ile verilir. Toplam yiik

miktar1 bu ifadenin integralinin alinmasi ile bulunabilir. Bu durumda

Q=] p,dS (16)

(13) denkleminden ve Sekil 5 ten 1 bolgesi icin elektrik alana katkisi

dE = d—QzaR (17)
4re,R

seklinde yazilabilir. Ayrica Sekil 6 ten P(0,0,h) ve N( p,0,0) noktalar1 yardimiyla iki
nokta  arasindaki  vektor R=-pa + ha, seklinde  yazilabilir.

! R
R= ‘R‘ = [p2 + hz]A birim vektér ise a, = R ve dQ=p.dS ifadesi
dQ = p, pdddp seklinde yazilip (17) bagmtisinda yerine yazildiginda

_ ppdgdo(- pa, +ha,)
dre,[p* + hz]%

bagntis1 elde edilir. Sekil 5 te yiik dagiliminin simetrisinden dolay1 her bir kiigiik
eleman i¢in 1 ve 2 de oldugu gibi a , y6niinde birbirlerini yok ederler. Dolayisiyla

dE

(18)

Ep elektrik alana katkisi sifirdir. Elektrik alanin sadece z bileseni vardir. Bir bagka

deyisle P noktasinda hesaplanan elektrik alan sadece z yoniinde bileseni vardir. (18)
ifadesinin integrali alabilmek igin ilk dnce smirlarini belirleyelim. @ agis1 0 ile 27

araliginda degisirken, o degiskeni 0 ile sonsuz aralifinda degismektedir. Bu
durumda

27 © hlajm¢
E=[dB, =2 _a,
j Z 47[50¢=0p=0(p2+h2%

yazilabilir. Islemlere devam edilirse
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2 0 hmp
E=[dE, = [dp [ PP
'[ ’ 47[(90 #=0 ¢p‘[0 (p2 + hz)%az

h 0
E=P" 0 | pp
2

4rs, o (,02 + hz)/

AZ

)f’(o,o,h)

h R ps

Sekil 5. Stirekli diizgiin alansal yiik.

E= thz‘ ]o(,o2 + hz)%pdpaZ
dre,

_P_sh I 2 2 ’% 1 2
E_47r€0 277/;[0(/) +h ) Ed(p )a,

E= thz T (,02 + hz)% %d(,oz)aZ

dre, o
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®©
a'Z
0

_—3+1
E= AL 27r(’02+hz)2 1
4re

0 (_%) 2

aZ
0 0
E—&aZ
2¢,
veya
E:&an
2¢&

0
olarak bulunur. Bu formiilden de goriilebilecegi gibi elektrik alanin sadece z bileseni
vardir.
Ornek: Diizgiin yiizeysel yiik yogunlugu p, = gﬂ' NC /m~olan bir levha z=10 cm

de uzanmaktadir. Elektrik alani bulunuz.

Coziim:

-9
_ Py (1/37)10” _ Vi
2¢ 2(107 /367)

0

z>10 E=6 V/m
z<10 E=-6 V/m

Hacimsel Yiik Yogunlugu

Hacimsel yiik yogunlugu da benzer sekilde hesaplanabilir. Diizglin hacimsel yiik
yogunlugu noktasal yiik yogunlugunda kullanilan formiille aynidir. Bunun nedeni
hacimsel yiik yogunlugundan R kadar uzakta bir noktada elektrik alan sanki biitiin
yiik kiirenin merkezinde toplanmis gibi davranir. Sonug olarak

_Q
4re,R?

seklindedir. Burada Q hacimsel yiik yogunlugu olup R kiirenin yarigapidir.
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