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ELEKTROSTATIK (IIT)
Elektriksel potansiyel

Bundan onceki boliimlerde elektrik alanin Coulomb ve Gauss yasalar1 kullanilarak
nasil hesap edilecegini inceledik. Elektrik alani elektrik skaler potansiyel veya kisaca
potansiyel kullanarak daha kolay hesap edebiliriz. Bu bigcimde elektrik alan
hesaplamak daha basittir, ¢linkii daha Onceki boliimlerde elektrik alan vektorler
kullanilarak hesap edilmisti, oysa potansiyel skalerdir. Ayrica potansiyelin tiirevini
almak integral almaktan daha kolaydir. Bu béliimde potansiyelin tanimi yapilip, bu
kavram kullanilarak elektrik alanin nasil hesap edilebilecegi tartisilacaktir.

Bir yiikiin A noktasindan B noktasina tasiyalim. Coulomb yasasina gore kuvvet
F = QE ile verilir. Yiikiin A noktasindan B noktasina tasinmasinda yapilan is

dW = —F-dl=—QE-dI (1)

ile hesaplanabilir. Burada eksi isareti elektrik alana karsi bir is yapildigi
anlamindadir. Bu isi yapabilmek i¢in disaridan bir kuvvet uygulanmasi gerektigi
anlamindadir. (1) diferansiyel ifadesinin integrali alimirsa, yiikiin A noktasindan B
noktasina taginmasiyla yapilan toplam is

Sekil 1. Bir deneme yiikiin, elektrik alan igerisinde A noktasindan B noktasina
taginmasi.
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olur. (2) denkleminin yiike bdliinmesiyle birim ylik basina potansiyel enerji
hesaplanabilir. Bu V,; ile gosterilir ve A ile B noktalar1 arasindaki potansiyel farki
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W :—QTE-dl )

olarak bilinir.

W_v

:—BE-d13
o=V I (3)

Burada A baslangi¢ noktasini B de bitis noktasin1 gostermektedir (Sekil 1).

l.

Daha onceki derslerden hatirlayalim. Eger nokta yiik orijinde ise, r kadar uzakta

Eger V,, negatif ise, Q yiikiini A noktasindan B noktasina tasimakla enerji

kaybedilir, bu durumda is elektrik alan tarafindan gerceklestirilir. Eger Vg
pozitif ise, hareketle potansiyel enerji kazanilir, is bir dis etmen tarafindan

gergeklestirilir.
V,; yoldan bagimsizdr.

V,; birimi joules/coulomb tur, fakat genellikle volts (V) kullanilir.

elektrik alan

Q

E = a (4
dre,r’ " @
ile verilir. (4) ifadesi (3) te yerine yazilirsa
B
V. :—I Q -a -dra,
aadre,r
Iy Q
Ve=— a,-dra
e r{47r30r2 ' '
Q1 1
V, =V, -V, = —
AR Are, |1, T, ©
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elde edilir. I, mesafesi sonsuz alinirsa, sonsuzda potansiyel sifir olacagindan, (5)
ifadesi
y_.Q _Q

dre,x, Ane,r

bi¢imini alir.
Potansiyelin sonsuzda sifir olma kosuluyla

V=—[E-d

yazilabilir. Sonucta yazilan formiil yiikten r kadar uzakliktaki potansiyeli sonsuzdaki
potansiyelle karsilastirmis olacaktir. Gergekte de ylikten veya kaynaktan uzaklastikca
potansiyel azalir ve sonsuzda sifira asimptot olur.

Bu durumda herhangi bir noktadaki potansiyel

Q

V(1) =
) 4re,r—1'

(6)

ile hesaplanir. Burada nokta yiik orijinde olmayip r’ yer vektoriinlin belirttigi
konumdadir. (6) bagmtist birden fazla yiikk oldugunda aynen Coulomb yasasinda
oldugu gibi asagidaki sekilde

Q + Q, +...+ Q,

V(r)= ot ——
©) 47rgo‘r - rl‘ 4rs, ‘r - rz‘ 47rgo‘r - rn‘

(7

V(r)= ! Zn: Q (8) ( nokta yiikler igin)
4re,ia ‘r - rk‘

yazilabilir. Potansiyelin iist iiste gelebilme (superposition) 06zelligi vardir. Siirekli
yukler iginde

Viryo L dr

(cizgisel yiik)
dre, L ‘r —r ‘
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V(r)= L (ps(r)dS (alansal yiik)
4re, s ‘r —T ‘
V(r)= L plr )('1V (hacimsel yiik)

4re, v ‘r —-r
integral bagintilar1 yazilir.

Elektrik alan ve Potansiyel arasindaki iliski

Sekil 1 e tekrar bakalim. Burada deneme yiikiin A noktasindan B ye tasimakla
yapilan is Vba, daha sonra B noktasindan tekrar yiikii A noktasina getirirsek is —Vab,
dolayisiyla toplam is sifira esittir.

Ve, +V,, =$E-dI=0 (8)

Bu integral, yiikiin A noktasindan B noktasina sonra B noktasindan A noktasina yer
degistirmesi sirasinda yapilan isin sifir oldugunu ifade eder. Cizgi integral yoldan
bagimsizdir. Eger (8) esitligine Stokes teoremi uygulanirsa

§E-di=[(VxE)-dS=0 (9)
V xE =0(10)

yazilabilir. (9) ve (10) denklemleri elektrostatik i¢in Maxwell denklemlerinden
birisidir. (9) denklemi ve (10) denklemi Maxwell denkleminin sirastyla integral ve
tiirev bigiminde yazilisidir. Denklemlerden anlasilacag: tizere, rotasyon sifirdir.

[k yazdigimiz potansiyel bagintisina tekrar bakarsak

V=-[E-dl

buradan
dvV =-E-dl=-E dx-E dy-E,dz (11)

yazilabilir. Potansiyelin agik yazilist
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dv =ﬂdx + ﬂdy + ﬂdz (12)
OX oy 0z

bicimindedir. (11) ve (12) bagintilar1 birbirlerine esitlenirse, elektrik alan
oV
E =-—
OX
oV
E,=——
oy
oV
E =—""
0z
veya kisaca

E=-VV (13)

seklinde gosterilir. (13) bagmtis1 yardimiyla elektrik alan hesaplanabilir. Elektrik alan
hesaplayabilmek i¢in potansiyel bagintisin1 bilmemiz yeterlidir. Bu bagmtilarin tiirevleri
alinarak elektrik alan bilesenleri hesap edilebilir.

Ornek:

Aralarinda d kadar uzaklik bulunan +q ve —q ytikleri sekildeki gibi z ekseni boyunca
uzanmaktadir. Bu yiik ikilisi dipol olarak bilinir. Dipoliin herhangi bir P noktasinda
olusturdugu potansiyeli hesaplaymiz (Sekil 2).

Cozum:

N adet yiikiin olusturdugu potansiyel

V(1) = 1 Z Q.

dre, ia ‘r - rk‘

formiilii ile hesaplanabilir. Burada iki adet yiik oldugu i¢in

V()= 1{q+@m}

dre, | r+ r_

yazilabilir. + ve -- yiiklerin P noktasina olan uzakliklar1

r = (2—9)2+x2+y2
: 2
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r = (Z+9j2+xz+y2
) 2

ile verilir. Noktanin merkeze olan uzaklig ise

r=yz’+x’+y’

bagmntistyla hesap edilir.

AZ
P
I (x.y2)
0
r+
q
N
dr2 < | ~ y
0,0,0) >
d
dr2 <
o
Sekil 2. Dipol
Bu ifadeleri
1 —
V= |4, C9
dre,|r.
bagintisinda yerine koyalim.
1
V()= : - ] (14)

47[80 d ’ 2 2 d ’ 2 2
Z—— | +X + Z+— | +X +
_ ( 2) ! ( 2) a

Elde edilen bagintida bazi kisaltmalar yaparak islemlere devam edelim.

( d)z ( dj[ dj , zd zd dP d>
2-—| =l2—-——|2-——=|=2" -———-——+4+—=2-2d+—=7"—-ud
2 2 2 2 2 4 4
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2

Iki yiik arasindaki mesafe d, r ye gore ¢ok kiigiiktiir. Dolayistyla T ise ¢ok kiiclik bir

say1 oldugu i¢in ihmal edilebilir. Bu durumda

r2:zz+x2+y2:zz—zd+x2+y2:r2—zd:r2(1—ﬁ) (15)

2

1 ~ 1 —ltl_ﬂ]_%
2 - } d _I" r2
F o TR
2 r

olur. Son ifade i¢in Binom ag¢ilimi uygulanabilir.

Binom a¢ilimi:

m(m+1) . m(m+ 1)(m+2) o a
3!

A£xX)" =1Fmx+

Binom ag¢iliminda ilk iki terimi dikkate alirsak

( zd]% (1)(sz 1 zd
1——2 51+ ~ :1+——2(16)
r 2)0r 2r

elde edilir. Benzer sekilde islemler — yiik i¢inde asagidaki sekilde yazilabilir.

dy’ d dY , zd zd d* _, d>
I+—| =|2+—|2+—|=0+—+—+—=2+d+—=2"+u
2 2 2 2 2 4 4

zd
r2:22+x2+y2:zz+zd+x2+y2:r2+zd:r2(1+—2)

r
A
(1_dj gl_ﬁ(g):l_lg(m
r 2)0r 2r

+ ve — yiikler i¢in bu diizenlemeler yapildiktan sonra, (16) ve (17) bagintilar1, (14)
denkleminde yerine yazilarak potansiyel bagintisi
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- i 405
dre, | r 2r r 2r

V(r)=—3 1 lg—l lg
4re, 2r 2r° ]
V(r)=—2 1 lg—l lg
4rs, 2r 2r
V(r)=—3 1[ﬁ}
dre, rLr
vi=-T 2 )
dre, 1

seklinde bulunur. p=qd dipol momenti olmak {izere (18) denklemi

V(XY,2) =%% (19)

0

Y4
bigiminde yazilabilir. Ayrica Sekil 2 deki AOP dik iiggeninden cos@ =— oldugu
r

kolayca goriilebilir. Sonug olarak (19) potansiyel ifadesi

cosé
V(xy.2) = j’” /

0

(20)
olarak bulunur.

Ornek:

Bir 6nceki 6rnekte buldugunuz potansiyel bagintisini kullanarak elektrik alani
P

hesaplaymiz? V (X,Y,2) = ;
re, r

Gozum:

Elektrik alanin ii¢ bilesenini E =—VV ile hesaplanabilir.

r={x'+y +27’
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1
OX
S
oy
eV
0z

[k &nce Ex bilesenini hesap edelim

e_ N__p a(ij_ p 0 z

- - =— — 21
” OX 472'6'0 ox\r’ 472'80 OX (X2 + y2 + 72 %! @l

bu ifadenin tiirevi alinirken boliimiin veya ¢arpimin tiirev 6zellikleri kullanilabilir.

coooa oo oab-ab oo
Herhangi bir E ifadesinin tiirevi ? bi¢imindedir. Simdi bunu (21) e

uygulayalim.

X

2 2 2%_ E 2 2 212
0 0 O(X +y +z) 222x(x +y +zy

4re, OX (x2 +yi+ 22)3

. p 3Xz
C 4z, (X 4y 42 )
E - P 3)(52
dre, 1

E

(22)

Benzer sekilde elektrik alanin y bileseni potansiyelin y ye gore tiirevi alinarak

E-_N__ P a(é}‘ p_o z

"oy Ams,oy\r') 4me, oy (x> +y? +22)"

2 2 2%_3 2 2 24
0 o O(X +Yy +z) zzzy(x +y +z)

g _47ng oy (x2 +y:+ 22)3

= _ b 3y
’ 47[‘90(X2+y2+22)%
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= __b 3y
b drme, 1

(23)

bulunur. Son olarak elektrik alanin z bileseni benzer bigimde

E__NM__Pp i(i):_ p 0 z
2 R 4re, Oz Are, O (Xz Y47 )
p o l(x +y? +Z) -7- 22(X2+y +Z)
E =- il
© drze, 01 (X Y 4z )
E =- P (X2+y2+22ﬁ—322(x2+y2+22)%
= 471'50 (Xz n yz 4 22)3
E-—__P (¢ +y +27) 32°(¢+y+27)"
Codme | (Cryia) (Cryie)
E - _ p 1 _ 322
Tz (Caya) T (Caya)
E =— P 1 B 372
Codm () Ryt )

hesap edilebilir. Son olarak Ez bileseni
p (1 3z
E,=- P )

4rs, r

2

Z YA
seklinde bulunur. Eger cos@ = — ve cos’ @ = —-esitligi (24) te yerine konulursa
r r

p(3cos* 6 -1)

E —
dre,r’

z

elde edilir. Sonug olarak elektrik alanin ti¢ bileseni (22), (23) ve (24) bagintilar
kartezyen koordinatlarda

E=Ea +Ea, +E,z,
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seklinde yazilabilir.

Ornek:

Sekilde verilen yiikler arasinda 10 cm uzaklik vardir. Iki yiikii birlestiren dogru iizerinde
hangi noktada elektrik alan sifirdir?

q, =1.0x10°C
g, =2.0x 10°C
«— 5y —>
- El, P E2 2,
+— d=10cm >

Sekil 3. iki yiik arasinda elektrik alanin sifir noktasmin bulunmast.
Gozum:

Elektrik alan

=1 9
dre, r

formiilii ile hesap edilir. Iki yiik arasinda bir P noktas1 segelim ve iki yiikten olusan alani
esitleyelim ve islemleri asagidaki sekilde yapalim.

E,=E,

1 q_ 1 q
4re, X* Arze, (d —x)

a_ o
x> (d—x)
4 _ X
q, (d - X)2
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ve sonug olarak x uzaklig1

olarak bulunur.

Ornek:

1.0x10°° _ X
V2.0x10° (10— x)

ngﬁoix)
IO\E—\gx:x
10\/g=x+\/%x
10\g=x(l+\g]

Sekil 4 te verilen karenin merkezinde potansiyeli hesaplayiniz?

g, =1.0x10"C

q,=-2.0x10" C
q,=3.0x10" C
q,=2.0x10" C
a=1m

KOU, Miihendislik Fakiiltesi, Jeofizik Mithendisligi Boliimii, Izmit

12



Elektromanyetik Teori Bahar 2005-2006 Donemi

107
& =—Fm
36x
ql a q2
a Pe a
q a 4

Sekil 4. Koselerinde yiik bulunan karenin merkezindeki P noktasinda potansiyelin
hesaplanmasi.

Cozum:

[k énce yiiklerin potansiyeli bulunmasi gereken noktaya uzakligini bilmemiz gerekir.
Sekil kare oldugu icin

, a a
ST
2_2a2_a_2
4 2

a 1

X=——==-——=20.7071 m
V2 V2

Biitiin yiiklerin P noktasina olan uzaklig1 esit olup 0.71 m kadardir. Daha sonra

V:ZVn: 1 q1+q2+q3+q4

bagintis1 yardimiyla potansiyel

-8

VoSV - 1 § (1-2+3+2)x10
- 10 0.7071

dr——

36rx
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_ -8
Vo1 (1=2+3+2)10° o0 0 4 L jpv= 360 50910y
4,10 0.7071 0.7071 0.7071
R4

olarak bulunur.
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