Elektromanyetik Teori Bahar 2005-2006 Donemi

ELEKTROSTATIK (II)
Giris

Bundan onceki boliimde yiik dagilimi bilindiginde elektrik alanin Coulomb yasasi
kullanilarak nasil hesap edilecegi lizerine konustuk. Hatirlayacaginiz gibi Coulomb
yasasini uygularken integral alinmasi1 gerekiyor. Elektrik alan sadece Coulomb yasasi
kullanilarak hesap edilmez. Gauss yasasi kullanilarak ta hesaplanabilir. Gauss
yasasii uygulayabilmek icin kapali bir ylizey olmasi gerekir. Coulomb yasasi en
genel elektrik alan hesaplama yontemidir. Gauss yasasinda ise ilgilenilen problem
simetri 0zelligi tasiyorsa ornegin silindir, kiire vb. gibi, bu durumda Gauss yasasini
uygulayarak elektrik alan hesabi1 Coulomb yasasina gore ¢ok kolaydir.

Diger bir elektrik alan hesaplama yontemi potansiyelin tiirevini almaktir. Coulomb
yasasi’nda integral almak yerine potansiyelin tiirevini alarak elektrik alan hesap
etmek daha kolaydir.

Ak

Ak biitiin vektorlerin ortak 6zelligidir. Aki1 kavramini anlayabilmek icin elektrik
alandan Once bir akiskana ait akry1 inceleyelim. Sekil 1 deki gibi bir nehir diisiinelim.
Nehirde su hizin1 v ile gosterelim, akan suyun iginde ii¢ farkli alan olsun. 1. yiizey
suyun akis yoniline tam olarak diktir. Bu durumda kesit alan1 ve yiizeyin skaler
carpimi bize aki miktarini verir. Ayrica bu ifadeyi yogunlukla ¢arpmamiz gerekir. Bu
durumda 1. yiizey i¢in aki

w,=pv-a=v-a=vacosd=vacos0’ =va
2. ylizey i¢in aki

w,=pv-a=v-a=vacosf

3. ylizey igin

w,=pv-a=v-a=vacosd =vacos90°’ =0

olarak bulunur. 1. yilizey i¢in aki en biiyiik degerini alirken 3. ylizey ig¢in sifir
olmaktadir. Bu agiklamalardan sonra bu diisiinceye paralel olarak elektrik alani
diisiinebiliriz. Akigskanin akis c¢izgilerini, elektrik alan kuvvet cizgileri ile yer
degistirirsek incelemenin geri kalan kisminda aymi yontem uygulanabilir. Burada
elektrik alan i¢inde kapali yiizeylerle ilgilenecegiz, ¢iinkii Gauss yasasi sadece kapali
ylizeylere uygulanabilir.
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Sekil 1. Kararli diizgiin sikistirilamaz bir akiskan icine yerlestirilmis ii¢ yiizey.
Elektrik akis1

Elektrik alan ¢izgileri kapal1 bir alana dogru giriyorsa aki negatiftir. Kapali alandan
cikiyorsa aki pozitiftir. Sekil 2 de verilen esit pozitif ve negatif yiliklerden dolay1
olusan elektrik alan ¢izgileri igerisinde dort farkli yiizey gosterilmistir. Bu ylizeyler
icin akilar su sekildedir: A1l yiizeyi icin aki pozitif, A2 ylizeyi i¢in negatif, A3 ve A4
yiizeyleri igin aki sifirdir. A3 ve A4 yiizeylerinde aki sifir olmasma karsin farkli
durumlardir. A3 de yiizey icinde yiik yoktur, fakat A4 yiizeyinin i¢inde toplam yiik
sifirdir. Eger yiikler esit olmasaydi A4 ylizeyi i¢in aki sifirdan farkli deger olacakti.

Sekil 2. Iki esit ters isaretli yiiklerden dolay1 olusan elektrik alan cizgileri.
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Gauss Yasasi

Gauss yasasi, Coulomb yasasinin bir bagka sekilde ifade edilisidir.
Elektromanyetizmanin temel yasalarindan biri olan Gauss yasasi elektrik akisi ile
ifade edilir.

Elektrik alan formiilii permitivite sabitine bagli olarak yazilir. Permitivite sabiti

ortama bagli bir degerdir. Bosluktan farkli durumlarda farkli deger alir. Pratik olsun
diye yeni bir D vektorii tanimlanir. Bu vektor izleyen sekilde

D=¢,E (1)
yazilir. Burada E elektrik alan ve &, permitivite sabitidir. D ye elektrik aki

yogunlugu denir. Birimi coulombs / alan (%2) dir. Elektrik akis1 D cinsinden

hesaplanabilir. Gauss yasasina gore herhangi bir kapali yiizey boyunca toplam
elektrik aki, bu kapal1 ylizeyin olusturdugu hacim i¢indeki toplam yiike esittir.

l// = Qkapallialan
W= §dgy = §D.dS
S

toplam yiik Q = [ p,dv

Gauss yasasinin integral bigimi

Q=§D.dS=[p,dv|()

seklindedir. Hatirlanacag1 gibi daha onceki derslerde alan integralini hacme esitleyen
integrale diverjans teoremi adi altinda gérmiistiik. Bu ifadeye gore Gauss yasasi ve
diverjans teoremleri aynidir. Diverjans teoreminden bildigimiz gibi (2) ifadesi tiirev
formiilleri seklinde de

§D-dS=[V-Ddv
S v

p,=V-D|3)

yazilabilir. (2) veya (3) denklemleri dort Maxwell denklemlerinden sadece birisidir.
Gauss Yasasi Uygulamalari
Gauss yasasi’n1 kapali yiizeylere uygulanmasini 6rneklerle gérelim. Sirasiyla ilk 6nce

nokta yiik, ¢izgisel yiik, alansal yiik ve hacimsel yiik yogunluklar1 hesaplanacaktir.
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Nokta yiik

Nokta yiik kaynagina Gauss yasasini uygulayalim. Sekil 3 deki gibi bir nokta kaynagi
orijinde bulunsun. D vektdriinii P noktasinda hesaplayalim. Burada Gauss yiizeyi kiire
ylizeyi olup P noktasinda r yarigapli kiirenin ylizeyinde yer almaktadir.

ZA

>

Gauss yiizeyi

Sekil 3. Nokta yiik kaynag1 ve Gauss ylizeyi.

(2) denklemini kullanarak ve S kiire ylizeyinin alan1 yerine yazilirsa

Q=¢D.dS=D,§dS =D, 4z’
S

elde edilir. Islemlere devam edilir ve D =g E oldugu hatirlanirsa P noktasindaki
elektrik alan

5. Q Q

r

a, =>D=

a, (4)

- 7Zf2 2
Q a, >E= Q
4re,r 4re,r

E, = a, (5)

2

seklinde yazilir. Hatirlayacagimiz gibi (5) denklemini Coulomb yasast kullanarak
yazmistik. Bu bagmti Gauss yasasi uygulanarak ta yazilabilecegini gordiik.
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2z V4
Kiire yiizeyi 47’ de §dS =r’ Id¢ jsinﬁdé’ integrali alinarak ta bulunabilir.
$=0  0=0
Bu bagmtiy1 daha 6nceki derslerimizde kiiresel koordinatlarda alan elemani olarak
gormiistiik.

Tek diize (homojen) sonsuz ¢izgi yiik

Sekil 4 deki gibi z ekseni boyunca uzanan sonsuz uzunluktaki tek diize (homojen)
yiik yogunlugu olan telin P noktasinda olusturacag: elektrik alani hesaplayalim. Bu
durumda problem i¢in Gauss yiizeyi Sekil 4 deki gibi bir silindir olabilir. Bu durumda
Gauss yasasi’n1 asagidaki bigimde uygulayabiliriz.

z
A
pLCm (S
t o
————— Gauss ylizeyi
T gl P D
1 s
=

D

A&

Sekil 4. Sonsuz uzunlukta tek diize ¢izgisel yiik yogunlugu.

Q=p|=§D.dS=D, §dS =D, 27pl
S

D Pl _p
P 2mpl 7 2mp

D=L a, (6)

27mp

P

Yol
E=—"t—a (7)

- 2re, p
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Silindirin yan yiizlerinden E veya D ye bir katki yoktur. Z bilesen sifirdir. D vektori ve
ylizey normalleri arasinda 90 derecelik ag1 vardir. Skaler ¢arpimdan dolay1 silindirin alt
ve Ust tabanlarindan D veya E ye bir katki yoktur.

Hatirlayacagmiz gibi, (7) ifadesini Coulomb yasasi’yla hesap etmistik ve islemler ¢ok
uzundu ve integral almamiz gerekmisti. Ayni problem Gauss yasasi uygulanarak basit bir
sekilde hesap edildi.

Tek diize (homojen) sonsuz levha yiik

Daha once Coulomb yasasi ile ¢ozdiigiimiiz diger bir 6rnek levha seklinde bir homojen
yuk yogunluguydu. Burada sadece diizgiin levha bulunmakta ve bu nedenle diizgiin bir
elektrik alan vardir. Onceki iki 6rnege benzer sekilde uygun Gauss yiizeyi segelim ve
problemi ¢zmeye calisalim. Sekil 5 de gore problemin gosterilmistir.

P Y
: ~ A alam

>

X / li > Gauss ylizeyi
D

ps C/m2

Sekil 5. Sonsuz levha diizgiin yiik z=0 diizleminde uzanmaktadir.

Q:pSA=§>D~dS:DZUdS+Ide

alt ust

pSA: DZ(A+ A)

Dz :&az
2

D:&aZ
2
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Homojen yiiklii kiire

Sekil 6 da ki gibi homojen ytiklii kiire diislinelim. Bu kiirenin i¢inde ve kiire disinda
elektrik alan1 Gauss yasas1 yardimiyla hesaplayalim.

pv C/m3 Gauss ylizeyi

(a)

Sekil 6. Homojen yiiklii kiire.(a) Gauss ylizeyi kiire i¢cinde (b) Gauss yiizeyi kiire disinda.

Ik 6nce Sekil 6 (a) ki durumu inceleyelim. Bu durumda r <@ dir. Bu durumda toplam
yiik kiirenin hacmiyle yiik yogunlugunun ¢arpimina esittir. Toplam yiik

Q=[pdv=p,[dv =p¢I9Hr sinédrdédg = p, gﬂﬁ (®)

seklinde bulunur. Aki ise
2r &
y=¢D-dS=D,§dS=D, [ [r’sin@eig=D, 47 (9)
$=00=0

biciminde bulunur. Gauss yasas1 geregi ylizeyden gecen toplam aki, kapali yiizey i¢cindeki
toplam yiike esit olacagindan (8) ve (9) ifadeleri birbirlerine esitlenerek

Q=y
4 3 2
pvgﬂ'r :Dr47Z'r
r
D =—
r 3ﬂ

Dz%pvar O<r<a
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veya

r
E=—pa, 0<r<a (10
3¢,
olarak bulunur.

Benzer sekilde I' > a igin elektrik alan1 hesaplayalim.

Q :IdeV:pv_[dv :pvzf jf _Trzsinédrdéd¢:pvgﬂa3

$=060=0r=0

y=¢D-dS=D,§dS = DrT frzsineded;»: D, 4z

$=0 0=0

Yiik ve akiy birbirlerine esitleyelim, bu durumda

Q=y

D_a
T3t
a3
:32,0Var r=a
r
3
a
E:3gr2,ovar rza (11)
0

olarak bulunur. Simdi bu sonuclara sayisal bir 6rnek vererek elektrik alanin degisimine
bakalim.

Sayisal ornek:

(10) ve (11) bagintilarini kullanarak elektrik alan1 kiire i¢cinde ve disinda hesap ediniz ve
grafigini ¢iziniz? (a=10 m, =0-100 m, &, = 8.854x10™* F/m,
p,=1.3x107 C/m’)

¢oziim:

r
E=—pa  0<r<a
0
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3

E=——pa  r2a
3g,00 "

bagintilar1 kullanarak porblem ¢6ziilebilir. Bunun i¢in asagidaki Matlab programi
kullanilabilir. Program elektrik alanin r ye bagli degisim grafigini vermektedir.

close all

clear all

epsilon_0=8.854e-12;

a=input ('a dedgerini giriniz')
r=0:1:100;

rho v=1.3e-9;

[n,m]=size(r);

for ii=1l:m

if r(ii) >= a

E(ii)=(a*a*a*rho v)/(3*r(ii)*r(ii));

else
E(ii)=(r(ii)*rho_v)/(3);
end

end

plot(r,E)

title ('Yukld kilre icinde ve disinda elektrik alan')
xlabel ('r (m)")

ylabel ('E (V/m) ")

grid

x10° YUkl kire icinde ve disinda elektrik alan
45 T T T T T T T

E (V/m)

0 10 20 30 40 50 60 70 80 90 100

Sekil 7. Kiire merkezinden belirli bir uzakliga kadar elektrik alanin degisimi .
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Sekil 7 den anlasilacag: tizere elektrik alan kiirenin merkezinden yiizeyine kadar dogrusal
olarak artmakta hemen kiirenin disinda elektrik alan iistel olarak azalmaktadir. Kiirenin
yarigapt 10 m dir.

Odev
Sekil 8. deki gibi diizgiin bir elektrik alan igerisinde silindir bigiminde bir kapal1 yiizey
verilmistir. (Elektrik alanin yonii soldan saga dogru sekilde gosterildigi gibidir.).

Silindirin ekseni ile elektrik alan ayn1 dogrultuda verilmistir. Kapali yiizeyden gecen
toplam akiy1 hesap ediniz ?

Sekil 8. Diizgiin bir elektrik alan i¢inde silindir bigiminde kapali Gauss ylizeyi.
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